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Notations

NOTATIONS

Intégrae de Lebesgue

min{A >0 / [f| < A pp}
Transformation de Fourire de f
Transformation de Fourire inverse de f
{f : f mesurable et [ [f]* < oo}
support de la fonction f

L’espace de fonction continue sur 'intervalle [a; b]

Fonction inconnue
Opérateur linéaire
Noyau de l'intégrale

Opérateur linéaieouT' =1 — A
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Introduction

La transformation de Fourier apparait dans de nombreux phénomeénes physiques mathéma-
tique (électricité, équations des cordes ou des membranes vibrantes, équation de la chaleur,
théorie du signal, ...). Lorsque f correspond & la description d’un signal a l'instant t, sa
transformée s’interpréte comme la description de sa fréquence.

Le mathématicien qui inventé cette transformation est jean Baptiste joseph Fourier
né le 21 mars 1768 & Auxerre et mort le 16 mai 1830 a Paris

A Grenoble ,Fourier développe ses expériences sur la propagation de la chaleur en 1822,il
publie un des mémoires les plus influents de la mathématique moderne : La théorie ana-
lytique de la chaleur.

Quand f est une fonction définie sur R et n’est pas périodique ,alors la série de Fourier

doit étre remplacée par une transformation intégrale appelée transformée de Fourier:

A~

_ 1 e —itx
f@) = f© = o= [ e

L’importance de la série et de la transformée de Fourier réside dans le fait que les
nombres entiers n (dans le cas de la série) et la quantité réelles £ (dans le cas de I'intégrale),
représentent les fréquence des ondes dont la superposition reproduit la fonction f .

le sujet de ce mémoire est I’étude de la théorie de certaines applications de la transfor-
mation dite <de Fourier > devenue fondamentale dans la science moderne.

La transformation de Fourier est un outils trés puissant dans I’anlyse mathématique le
but de ce travail est de montrer I'utilité de la transformation de Fourier dans la résolution
de certaines équations intégrales.

Le travail que nous avons réalisé est de trois chapitres.



Introduction

Le premier chapitre présente un ensembles de définitions nécessaires et des propriétés de
la transformation de Fourier dans l’espace L'et L?.

Le second chapitre présente une introduction sur les équations intégrales et a la classifi-
cation ,et on va les traiter dans les espaces de dimension finie.

Le dernier chapitre représente le but de ce mémoire consiste a la résolution des équations

intégrales a ’aide de la transformation de Fourier .



Chapitre 1

Transformation de Fourier

La transformée de Fourier F est une operation qui transforme une fonction intégrable sur
R en une autre fonction ,décrivant le spectre fréquentiel de cette derniére.Dans ce chaptre
on donne un ensembles de définitions nécessaires et des propriétés de la transformation de

Fourier dans ’espace L'et L2.

1.1 Transformation de Fourier dans L!'( R)

1.1.1 Transformation de Fourier d’une fonction

Définition 1.1.1 Soit f € L'(R).
on appelle transformée de Fourier de f, l’application qu’on note f ou F(f) ouFf; définie
pour tout & € R par:

F(f): L'(R) — L'(R)

F(f) =€) = flx)e " da (1.1)

1.1.2 Transformation de Fourier inverse ( conjuguée)

Définition 1.1.2 Soit f € L'(R).

on appelle transformée de Fourier conjuguée de f la fonction :
+00

FYH=Ff= f(z)e®*dx (1.2)



1.1. Transformation de Fourier dans L*( R)

On a alors le théoréme d’inversion suivant:

Théoréme 1.1.1 (Formule d’inversion) :

Soit f € L*(R). On suppose que fe LY(R) . Alors on a presque partout :

) = 1 e ei&r
F@) = oy | FOeae
.€. L
f= Gt )

En particulier,admet un représentant continu.

Commentaire:

L’inconvénient est que le facteur 27 réapparait lorsqu’on écrit la transformée de Fourier

d’une dérivée.On rencontre aussi les définitions suivantes:

A

1 e —ifx
f©) = = / e s

R +o0

f&) = f(w)e ™ dx

ou

Il est important, en lisant un ouvrage ou une table de transformées de Fourier de s’assurer
de la définition utiliseé. Il est bien sur trés facile de passer de I'une a I’autre des définitions
.Enfin ,ces nuances n’affectent en rien la nature profonde de la transformation de Fourier.

pour plus des informations voir [1].

Propriétés de régularité

L’effet régularisant et <lissant>> sur les (éventuelles) grandes valeurs de la fonction est

précisé par le théoréme suivant:

Théoréme 1.1.2 [1]
Soit f € L*(R), alors:

1. f est bien définie sur R et uniformément continue;



1.2. Quelques Propriétés de la Transtormation de Fourier

2. f est uniformément bornée et on a ;

[flloo = S;elglf(ﬁ)léllflll (1.3)
= F(/D()

3.1m f (£)=0 (théoreme de Rimann-Lebesgue).
§| =400

Remarque 1.1.1 :

- F(L'(R)) est strictrment inclus dans Cy(R) et donc que F n’est pas surjactive;

- F(L'(R)) est dense dans Cy(R) .

1.2 Quelques Propriétés de la Transformation de Fourier
Linéarité
Soient (f,g) € L'( R) et toute (a, 8) € R.

Flaf +Bg) = aF(f) + 6F(9) (1.5)

FON) =2F(f) =]
Auterement dit, la transformation de Fourier F est une application linéaire continue

de(L'(R); [I-l1) dans (Co(R); |[-l)-

Transformée de Fourier de la Translation

Soit f € L'(R) et a € R; on note f,(z) = f(x — a)

Flfalz)) = F(f(z —a)) (1.6)
e EF(f)(E)



1.2. Quelques Propriétés de la Transtormation de Fourier

Transformée de Fourier de I’homothétie
Soit f € LY(R) ,et A € R*; on note fy(x) = f(Az)

FR)E = UG (1.7

Remarque 1.2.1 On a :

e = cosf + isin6

Soit f € L'(R) une fonction admettant une transformée de fourier f .

1. si f est paire:

f©) =77 fla)e*da
= [7Z f(@)(cos(x) — isin(¢x))da
= J'3 f(@) cos(éa)da — [ f(w)isin(Er)da

Or la fonction x — f(x) cos(éx) est paire et la fonction x — f(z)sin(z) est inpaire

s’ensuit alors :

A +o0
fo = [ reostenas
= 2 i h (x) cos(&x)dx
_+Oo f(z)sin(éx)dx =0
Alors .
f(&) = (&) = () cos(§x)dx

1. si f est impaire:

Avec le méme raisonnement on obtient I’expression

for = f@= [ swea
+Oo—oo
= —2i (x)sin(x)dx



1.3. Transformtion de Fourier dans L*( R) et convolution

1.3 Transformtion de Fourier dans L!( R) et convolu-
tion

Définition 1.3.1 (produit de convolution) :
Soient f et g deuz fonctions de L*(R) .On appelle produit de convolution de f par g ,la

fonction noteé f x g définie par:

(Fro = [ e - vy (1)
= _m (= y)g(y)dy (1.3.1)

On a alors (f x g) € L'(R).

Théoréme 1.3.1 [1/
Soient (f,g) € L*(R),alors :

L F(f % 9)(&) = F(NEF(9)(&);
2. F7H(f xg) = @m)"FHNIEOF H9)(E):

3. Si de plus f et § appratiennent a L(R), alors (f,g) € L'(R) et on a aussi :

F(f9)=1f*g.

1.4 Transformtion de Fourier dans L!'( R) et Dériv-

ablité

La dérivation donne lieu & deux théorémes (selon que I’on dérive avant ou aprés la transfor-
mation de Fourier).En remplagant certains opérateurs différentiels linéaires par une multi-
plication par un poélynome , la transformation de Fourier permet notamment une résolution

de type algébrique de problémes relevant du calcul différentiel.



1.4. Transformtion de Fourier dans L*( R) et Dérivablité

Transformée de Fourier d’une dérivée

Théoréme 1.4.1 [1]
Soit f € L*(R).Si f est continue, de classe C' par morceauz et telle que f' € L*(R),alors

pour tout £ € R.

F(E) =iEF{f(x)}(&) (1.9)
=& f(€)

Si de plus f est de classe C* par morceaux ot n € N* et telle que les derivées f*) jusqu’

a lordre n inclus appartiennent a L*(R) ,alors pour tout £ € R et pour 1 <k <n ,on a:
F(FO)E) = @) F(f)(©) (1.10)

Preuve. En effen’t ,on a

Flf@) = / " fl)e s

o)
—+00

= f@e R vie [ f@)e it ds

on sait que si une fonction intégrable admet une limite,alors cette derniére est nulle .par

I'hypofhése , f € LY(R) et il suffit de monter que lirf f(z) existe .Notons que

f(@) = 1(0) + / " p(ndt

comme f est intégrable ,alors f(z) a une limite finie pour x — 400.Cette limite ne peut

éter que zéro car sinon f ne serait pas intégrable .Alors

+oo

Ff@)} = ig [ f@)ede

[e.e]

= i€ f(9)

Plus généralement,puisque f ademet des dériveés jusqu’a 'ordre n alors en répetant le

processus ci-dessus ,on obtient:



1.4. Transformtion de Fourier dans L*( R) et Dérivablité

F(F)E) = &) F(£)(©)

Corollaire 1.4.1 Siot n € N*.Si f est de classe C™ par morceauz, alors pour tout & € R*

L™ 1l

f(©)] < T

Autrement dit ,plus f est dérivable avec des dérivées intégrables , plus f tend vite vers 0
quand || tend vers Uinfini.
i.e.

f — 0 (Riemann-Lebesgue)

€] —o0
Dérivée d’une Transformée de Fourier

Théoréme 1.4.2 [1]
Soit n € N*,si & — 2*f(x) est integrable pour tout 0 < k < n,alors f est de classe C"

et pour tout £ € R )
dr .
A —iF (2" f(2))(€) (1.11)

Corollaire 1.4.2 sous les hypothése du théoréme (1.4.1) on a:

dnA(S) k
2LV <
19 sup | S22 (<2t

Autrement dit , plus [ décroit a Uinfini,plus f est dérivable avec des derivée uniformément

bornées.

Théoréme 1.4.3 [1]
Soit f € L*(R) telle que f =0,

alors f =0 p.p.

En d’autres termes, F injective de L'(R) dans Cy(R).

Pour plus diinformations voir [1]



1.5. Transformation de Fourier dans L*(R)

Proposition 1.4.1 (conjugaison et parité)

Soit f € LY(R) . On a :

i) F(f)=F(f).
ii) f paire (respectivement impaire) implique f paire (respectivement impaire).

iii) f réelle paire (respectivement réelle impaire) implique f réelle paier (respectivement

imaginare impaire).

Proposition 1.4.2 Si F(\) est une transformée de Fourier de f(§) .Alors la transformée

de Fourier de la fonction f(—§) est F(—N).

Preuve.
+o00 A
S e
= /+°O f(_f)e_i(_g)(_”df
pour une nouvelle variable 7 = —¢
FLUf(=8)}) = — - F(r)el= N gy
~+oo
= B f(T)e[—ir(—,\)}dT
+00
~ (=N
|

1.5 Transformation de Fourier dans L*(R)

Dans l'espace L!, on a remarqué que les hypothéses du théoréme d’inversion de Fourier ne
pouvent étre remplies que si f est égale presque partout a une fonction continue tendant vers
zéro a l'infini . Cela écarte malheureusement des fonctions d’un usage tout & fait courant

en Mathématiques comme en Physique.



1.5. Transformation de Fourier dans L*(R)

La nécessité de sortir du cadre des fonctoins intégrables est en fait apparue trés tot
Ainsi, Plancherel a etendu en 1910 la transformation de Fourier définie dans L'(R) &
I'espaceL?(R) des fonction de carré intégrable, espace présentant 1’avantage par rapport a

L'(R) d’étre un espace de Hilbert pour le produit scalair .

< fg>= /f(t)@dt

La théorie au sens L?(IR) qui en resulte est beaucoup plus symétrique que la théorie au

sens L'(R), puisque dans L*(R), les fonctions f et f jouent le méme role.

1.5.1 Extension de la Transformée de Fourier aux Fonctions de

carré intégrable

La definition de la transformée de Fourier donnée par la forme

F() = [ e s

o0

,n’est pas directement applicable a une fonction quelconque de L*(R). Toutfois ,cette défi-
nition convient lorsque f € L*(R)N L(R) et on démontre que f appartient aussi a L2(R)
et || fllz = || f]l2. Cette isométrie de L*(R) N L(R) dans L2(R) s'étend en une isométrie de
L*(R) sur L*(R) et cette extension premet de définir la transformée de Fourier (on peut aussi
'appeler la transformée de Fourier Planchrel ) pour toute fonction f de L?*(R).Les résultats

le plus importants sont le théoréme de plancherel et le théoréme de Plancherel-Riesz.

Théoréme 1.5.1 (Théoréme de Plancherl )[1]
Soit f € LY(R) N L*(R). Alors

fePR) et ona|flls = fll2-

L’extension de la transformation de Fourier a L*(R) se fait en utilisant la densité de (
LY(R) N L3(R); ||.]|2) dans L*(R) et la complétion de L*(R).C’est une application du résultat

de topologie suivant .

Lemme 1.5.1 Soient E et F' duex espaces vectoriels normés ,F' complet,et G un sous espace

vectoriel dense dans E .St u est une application linéaire continue de G dans F ,alors il existe

10



1.5. Transformation de Fourier dans L*(R)

un prolongement unique u lineaire continue de E dans F et la norme de u est égale a la
norme de u .

D’aprés le théoréme de Plancherel, F est une isometrie de L*(R) N L?(R) dens L*(R).En
appliquant le lemme ci-dessus avec E = F = L*(R) et G = L'(R) N L3*(R) ,on obtient

le théoréme suivant.

Théoréme 1.5.2 (Théoréme de Plancherel-Riesz)[1]
11 existe un automorphisme unique qu’on note aussi F,de L?*(R) qui prolonge canonique-

ment l'isometrie

LYR)NL*(R) — L*R) (1.12)

f= 7

De plus pour tout (f,g) € LY(R) N L*(R), on a:

LFFEN) =FNFED) =T o
2 AlirfmllwA—f(f)llzZOOﬂ 0A() = fo e F(@)T_an(x)d.

3. Al_i)rfoonA f||2 =0 ou 1#,4 f emg}- f)(S)H[_AA](f)df.

4. o f( dx = o Ff(§)Fg(£)dE relation de plancher] perseval;

Théoréme 1.5.3 (Egalité de Parseval)[1]
On a la relation suivante etablie par Parsevale pour les sreies de Fourier et généralisé
par Palncherel aux transformations de Fourier
+00 +oo -
f(@)g(x)de = F[(&)Fg(&)dg (1.13)

—00 —00

un cas particuler important si f = g on a:

[ t@i@is = [ fofew= [11@pF = [ 1w (1.14)

11



1.6. Proprietés élémentaires de F sur L*(R)

1.5.2 Deux Théorémes utiles dans la pratique

Théoréme 1.5.4 [1]
Soit f € L3(R). Si pour presque tout & € R,l'intégrale

A
/ e % f(x)dx

A
converge vers une limite finie qu’on note g(§) lorsque A tend vers +o00 alors F(f) = g p.p.

Donnons un autre cas particulier intéressant.

1.6 Proprietés élémentaires de F sur L*(R)

Toutes les propriétés de la translation , linéarité et homothétie vues pour les fonctions de
L'(R) dans les équations (1,5), (1,6) et (1,7) sont encore valables dans L?(R) telles quelles
.On les obtient par passage & la limite en utilisant la densité de L*(R) N L*(R) dans L*(R)

.De plus ,on a la propriété suivante.

Proposition 1.6.1 (Formule d’échange )
Soit (f,g) € L*(R) x L*(R).Alors f F(g) et F(f)g appartiennent a L'(R) et on a

/R £ () F(g) (w)du = / F()(0)g(v)dv (1.15)

1.7 Transformée de Fourier dans L?(R) et convolution

Théoréme 1.7.1 [1]

Si (f.9) € LY(R) x L*(R) alors F(f * g)(§) = F(£)(§)F(9)(E).
Si (f,9) € L'(R) x L*(R) alors F(f g)(&) = F(f) » F(g).

1.8 Transformée de Fourier dans L*( R) et Dérivablité

Théoréme 1.8.1 [1/
Soit f € L(R).

12



1.8. Transformée de Fourier dans L*( R) et Dérivablité

Si f est continue, de classe C' par morceaux et telle que f' € L*(R),alors pour presque

tout ¢ € R.

FNE) = isF{f(x)} (&)

Si de plus f est de classe C* par morceaux ot n € N* et telle que les derivée f*) jusqu’ a
[’ordre n inclus sont de carré intégrable ,alors pour persque tout & € R et pour tout 1 < k <n

,on a:

F(fO)©€) = (i€)"F(£)(€)

Remarque 1.8.1 Le théoréme(1.4.2) n'a pas d’anologue dans le cadre L*(R).En effet ,si
les fonctions f et x — xf(x) appartiennent a L*(R),il n'est pas toujours vrai que f soit de

classe C*(R)

13



Chapitre 2

GENERALITERS SUR LES
EQUATIONS INTEGRALES

Dans ce chapitre ,on donne les définitions et les types des équations intégrales (classifica-
tions),et on oubliera pas la théorie de ces équations (compacités des opérateurs intégraux
Jla théorie de Riesz et 'alternative de Fredholm ,... etc) qui représente 1’ existence et les

unicité de la solution.

2.1 Notion de base

2.1.1 Opérateurs compacts

Soit T' € L(X,Y) un opérateur bornée telle que T: X — Y

On dit que Test un operateur compact si et seulement si I'image de toute bornée de X
est relativement compacte dans Y.

Auterment dit,toute partie B C X est bornée,alorm est compacte dans Y.

Un opérateur linéaire T défini sur un espace de Banach X dans Y est compact (ou
complétement continu)si adhérence T(By) est dit compacte dans Y, By désigne la boule
unité dans X.

By={zeX: ||| <1}

14



2.2. Introduction a la Théorie des équations intégrales

Dire que l'opérateur 7' € L£(X,Y") est compacte,revint & dire,que pour toute suit bornée
(x,) dans X la suite image (7T'x,) admet une sous suit convergente dans Y.
Notons I’ensemble des opérateurs bornés par B(X,Y") et I’ensemble des operateurscom-

pacts par K(X,Y).

2.2 Introduction a la Théorie des équations intégrales

Définition 2.2.1 On appelle équation intégrale une équation fonctionnelle ou la fonction
inconne figure sous le singe d’integration [ .

c’est en générale ’équation par rapport a l'inconnue ¢ de la forme:

/E ko, t 6(0))dt = Ao(x) + f(z),  w€E (2.1)

ot E est un espace mesuré ,f(x) une fonction mesurable donnée sur E* \ un scalaire donné
qui peut étre réel ou complexe ,et k(x,t, o(t)) une fonction mesurable sur E ,appelée noyau
de l’équation intégrable.

Avec toutes ces données, notre probléme est de chercher la fonction ¢ qui satisfait

léquation (2.1).
Remarque 2.2.1 :
1. pour I’étude de I’équation intégrale suivante :

/E Bt o()dt = \o(t) + f(z) . z€E *)

On se restérent aux espaces L,(E) avec (1 < p < 00) .

Implicitement ,pour les fonctions f € L,(E) ,on cherche les fonctions ¢ dans L,(E)
vérifie cette équation ,cela veut dire que dans cette restriction,on utilise uniquement

les noyaux k(z,t),pour lesquels T'p soit dans L,(E) lorsque ¢ lest.

2. Si on prend
k(z,t, ¢(t) = k(z, t)o(t).

I'equation (x) devient linéaire .i.e:

f(a) = /E Kz, 0)6(t)dt — Ap(x)
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2.2. Introduction a la Théorie des équations intégrales

3. Notons que 'équation () peut écrite sous forme d’opérateur
To=X o+ f

ou 'oprateur 1" s’écrit

7= [ Ko too)as
E
4. Le type le plus générale d’'une équation intégrale est :

M@w@=ﬂ@+A/kmemﬁ

E

la fonction h(z) détermine le type de I'équation

Lemme 2.2.1 Soit k une fonction de l’espace L* (a b[x]a b]) ,alors l'opérateur T défini

par:

Toolz) = / ko, 0)o(t), = €labl (2.2)

est bien défini ,en tant qu’opérateur de L*(]a b[) dans lui-méme.

Preuve. La linéarité est évidente seule la continuité (et le fait que Tp est un élément
de L*(Ja b]) si T € L*(Ja b]) qui en sera une conséquence immédiate ) est & démontrer .

Bien entendu ,nous voulons majorer

/ab To(x)dr < /ab(/ab k(z,t)o(t)dt)*de 2z € [a b]

par l'intégrale de Cauchy-Schwartz,il vient

/abTSO(l“)dl‘ < /ab(/ab|k(:1:,t)|2dt)(/ab|90(t)|2dt)d:1: < M? /ab|90(t)|2dt

avec

M2 = // (e, ) [2dtdz < 0o
Jab[x]ab[

puis que k € L?(Ja b[x]a b]). Ce qui prouve que (2,2) définit bien un opérateur continue

de L?(]a b]) dans lui-méme ,et monter au passage que sa norme est majorée M m

Lemme 2.2.2 [21]
Soit k € L*(Ja b[x]a b[) .L operateur intégral A de noyau k est compact de L* (Ja b])

dans lui-méme .
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2.3. classification des équetions intégrales

2.3 classification des équetions intégrales

la classification des équatins intégrales porte sur beaucoup de caractéristiques de base, ce

sont :

1. linéarité ou non.
2. limite de 'intégration .

3. le placement de la fonction inconnue.

2.4 Equations intégrales linéaires

2.4.1 Equation intégrale de Fredholm
On appelle équation intégrale linéaire de Fredholm une équation a:

b
h(z)e(x) = f(x) + )\/ k(x,t)p(t)dt, (2.3)

ou f(z) ,k(x,t) sont des fonctions connues et A est un paramétre non nul ,réel ou complexe

La fonction h(x) détermine le type de I’équation integral
1. Si h(z) = 0, ’équation (2, 3) s’écrit
flz)+ A /b k(x,t)p(t)dt =0, (2.4)
et s’appelle équation intégrale de Fredhlom de primiere espéce.
2. Si h(z) = ¢ =constante # 0 I’équation (2, 3) s’ecrit
Co(x) = f(z) +/\/bk:(x,t)<p(t)dt, (2.5)
et s’appelle équation intégrale de Fredholm de second espéce

3. Si h(x) # 0,donc la formule (2,3) est appelée équation intégrale de Fredhom de

troisieme espéce.
Remarque 2.4.1 :

1. Si f(x) = 0 l’équation (2,3) est dite homogéne.
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2.4. Equations intégrales linéaires

2.4.2 Equation intégrale de Volterra

On appelle équation intégrale linéaire de Volterra une équation de la forme
ha)ola) = £(o) + A [ kloitelt)ds (26)

1. On appelle équation intégral de Volterra de premiére espéce ,si h(z) = 0,donc I’équation
(2,6) s’écrit
flz)+ )\/ k(x,t)p(t)dt =0 (2.7)

2. On appelle équation intégrale de Volterra de seconde espéce ,si h(x) = ¢ =constante#

0,donc I'équation (2.6) s’ecrit
Coola) = fla) + A / ke, ) (t)dt (2.8)
3. Si h(z) # 0,donc la formule (2, 6) est appelée équation de Volterra de troiséme espéce.

Remarque 2.4.2 L’equation intégrale de Volterra est un cas praticulier de [’equation inté-

grale de Fredholm,il suffit de prendre le noyou k vérifie la condition.
k(x,t) =0 pour x <t
Remarque 2.4.3 :

1. Si f(x) =0 ,donc I'equation (2.6) est dite homogene.

2.4.3 Eqauation intégrale d’Abel

On appelle équation linéaire d’Abel une équation de la forme

o) .
/a—(x_t)adt—ﬂ)

ou « la constante 0 < o < 1
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2.5. Equations intégrales singuliéres

2.5 Equations intégrales singuliéres

On dit q’'une équation intégrale est singuliére si I'une ou les deux limites d’intégration sont

infinies, ou bien le noyau devint infini au voisinge des limites de I'intégration.

Définition 2.5.1 Considérons l’équation intégrale suivante

o) = f(x) + / Ko, )plt)dt, (2.9)

on dit que (2,9) est singuliére si k(x,t) admet une singularité ou le domaine T n’est pas

bornée.

2.5.1 Singularité de type Volterra et Fredholm

On considére ’équation intégrale de deuxime espéce de la forme

o(x) = f(z)+ /x kE(x,)pt)dt  a<z<o0 (2.10)

ou k(x,t) est faiblement singulier,engénérale k(x,t) donnons par

lz—t|7* O0<a<l
k(x,t) =
log |z — t|
Alors
i) L’equation (2,10) est de Volterra .
ii) Siz = b,l’équation (2,10) est de Fredholm.
iii) Le cas ou k(z,t) = |z — t|7*,0 < a < 1 s’appelle singularité algébriques (d’Abel).

iv) Le cas ou k(z,t) = log |z — t|, s’appelle singularité logarithmiques.

Définition 2.5.2 (Equation intégrale de Carleman)

On appelle équation intégral de Carleman une équation de la forme

a(:z:)% /_ 1 fftldH% 3 tbit)mgp(t)dt: (@) (2.11)

ot a,b et p sont des fonction continues.

pour plus information voir [22]
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2.6. Existence et unicité de la solution de une équation intégrale

2.5.2 Singularité de type de Cauchy

Soit D un domaine bornée et convexe dans un plan complexe, alors I'intégrale de Cauchy

donné par la formule

1 o(t)
e 8Dt_xdt—f(x) teC. (2.12)

Définition 2.5.3 On appelle équation intégrale de Cauchy une équation de la forme

a(z)p(x) + b(x)/ 40 dt+/rkr(x,t)g0(t)dt = f(x) (2.13)

Ft—ﬂf

telle que I' = 0D

2.6 Existence et unicité de la solution de une équation

intégrale

2.6.1 La Téorie de Riesz et I’alternative de Fredholm

Dans ce pragraphe on désigne par A l'opérateur intégrale lineaire compact dans un espace
normé E dans lui-méme.

Nous présentons la théorie de base pour une équation de la forme ¢ — Ap = f,on définie
I'opérateur

T=1—-A
ou I est 'oprateur identité.

Théoréme 2.6.1 (primier Théoréme de Riesz)

L’espace nule de l'opérateur T ,i.e.le noyau de l'opérateur T ,définie par
ker(T) = {p € E;Typ = (I — A)p =0}
est un sous-espace de dimension finie.

Théoréme 2.6.2 (Deuxiéme Théoréme de Riesz)

L’espace image de l'opérateur T i.e.limage de 'opérateur T définie par
ImT =T(E) ={¢;3p € E,Tp =9}

est un sous-espace fermé et de co-dimension finie.
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2.6. Existence et unicité de la solution de une équation intégrale

Théoréme 2.6.3 (Troisiéme Théoreme de Riesz)
1l existe un unique r € N appelé nombre de Riesz de l'opérateur T tel que :
{0} = ker(T°) C ker(T?) C ......... C ker(T7) = ker(T™) = ...
E=Im(T° > Im(T") D ......... D Im(7T7) = Im(T" ) = ...
Et on a la somme directe E' = ker(T") & Im(77).

Pour la preuve voir [20]

Théoréme 2.6.4 (Alternative de Fredholm)
On considére les équations intégrales homogénes duales , l'une de l'autres ,issues d’un

noyau k : [a b]*> — R ;qui sont donc définies par:

b
trouver ¢ € Cla b| tel que p(x) — / kE(x,t)p(t)dt =0 (2.1)
b
trouver ¢ € Clab]tel que(x) — / k(t,x)y(t)dt =0 (2.2)
On considére pour f € Cla b] et g € Cla b] les équations intégrales avec seconds members.
b
trouwver ¢ € Cla b| tel que o(x) —/ k(xz,t)p(t)dt = f(x) (2.3)
b
trowver 1 € Cla b] tel que ¥(z) — / k(t,x)y(t)dt = g(z) (2.4)

Alors on a l’Alternative:

- Ou bien les équations (2,1) et (2,2) n'ont que les solutions triviales p = 0 et ¢ = 0,
et dans ces cas les équations (2,3) et (2,4) admettent une unique solutions ¢ € Cla b] et
¢ € Cla b] pour chaque f € Cla b] et g € Cla b].

-Ou bien les équations (2,1)et (2,2) ont le mémé nombre fini m de solution linéairement
indépendantes ;et dans ce cas ,les equations (2,3) et (2,4) sont résolubles si et seulment si

pour tout solution ¢ de (2,1) et tout solution Y¥de (2,2) on a:

[ rwwie = [ srptie =0

Dans ces condition ;la solution générale de (2,3) s’écrit sous la forme:

p=0+Y g

=1
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2.6. Existence et unicité de la solution de une équation intégrale

ot @ est une solution praticuliére de (2, 3) et les (pi)o<icm forme une famille libre de solution

de (2,1).
Pour la preuve voir [20]

Définition 2.6.1 (Résolvante d’une équation intégrale)

On appelle résolvante d’une équation intégrale ,tout fonction k(z;t; \) donneé par
k(x;t; N) = Nk (2, 1)
ot les k, sont les noyauz itérés définis par la relation de récurrence suivante
ki(x,t) = k(x,t), ky(x,t) = /x k(x,$)kn_1(s,t)ds
t
La résolvante R(x;t; \) vérifie l’équation suivante
R(x;t; \) = k(z,t) + )\/I k(x,s)R(x;t; \)ds
t
Théoréme 2.6.5 On considere [’équation de Volterra de sconde espéce
(@) = F(2) + A / k(e Op(t)dt (2.5)

Siot k(x;t) est une fonction continue pour 0 < x < a,0 <t < x et f(x) est continue lorsque

0 < x < a .L’equation (2.5) admet une solution unique et continue donnée par la formule

o(2) = f(2) + A / " Rs N f(0)dt
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Chapitre 3

Applications de la transformation de

Fourier sur les équations intégrales

Dans ce chapitre on applique la transformation de Fourier sur les equations intégrales en

particulier I’equation singuliéres...ect.
3.1 Application de la transformation de Fourier

3.1.1 Application sur ’equation singuliére de noyau k(z — t).

L application sur une équation intégrable de la forme

—+00

o) = f@)+ [ k- pty (3.1)

o0
ou f et k sont des fonction donneés ,k(x,t) s’appele le noyau de Uintegral ,et p(z) c’est
la fonction inconne .
pour réoudre cette equation il faut que le noyau dépendant de la difference des argumants.

i.e: equation (3, 1) s’ecrire de la forme

p(r) = (k*p)(z) = f(x) (3-2)

Enappliquant la transformation de Fourier sur (3.2),on obtien :

P(&) — k(©)@(&) = f(&)
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3.1. Application de la transformation de Fourier

avec ¢(€), k(€), f(€) les transformeés de Fourier de ¢(z), k(z), f(z) respactivement sous

~

la condition 1 — k(§) # 0
L’équation (3.2) devient

: f(©)
= > 3.3
HO= 1" r (5:3)

Exemple 3.1.1 Soit I’éqoution intégrale suivante :
o(x) — )\/+OO el tp(t)dt = f(x) f(z) € Lo] — 00, +00] et A €]0, %[ (3.4)

Solution

En notant f(x) = e et k(z,t) = e o= ;
Uequation de convolution (3.4) s’ecrit ¢ — Ak x p = f
unicité:

Supposons que (3.4) admette deux solutions intégrables p, et v, on aurait alors

01— g = Ak x (01 — )

posons v = p; — y. La fonction v est intégrable comme difference de deux fonctions in-
tégrables ,et donc f * v est intégrable .Ainsi ,on peut appliquer le théoréme (1.3.1) pour
obtenir

b=Xf0

2
142

besoin de connaitre la forme explicite de f ,le théoréme de Rimann-Lebesgue (théorémel.1.1)

D'ousiv#0, f = % ce pue absurde puisque f(f) = (dans ce raisonnement on n’a pas

permet de conclure )par conséquent ,v est presque partout nulle et donc (3.4) abmet au plus
une solution intégrable .
Existence:

En apppliquant la transformée de Fourier o (3.4),0on obtient

B4) & F(o) = AF())F(p) = F(f)
34) < Flo)1 -1 F(f)=F(f)

(34) = Flp) = [%] car N F(f) #1
D’ou
(34) = () = m
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3.1. Application de la transformation de Fourier

-Si (A > 1) la fonction
2

Er— ——
(1—2)) + €2
n’est pas continue sur R donc n’peut étre la transformeé de Fourier d’une fonction intégrable

par conséquent (3.4) n'a pas de solution .

-8i (A < 3) on remarque que pour tout & € R

. 2
T T
2
- (T

B 1 ( 241 — 2\
B (VI —=2X)2 + &2

V1—2\
_ 1 VT2
= mf(e ATh(€)

La transformaction de Foureir est injective sur Ly(R) (théorémé 1.4.2),donc

)

1 6—\/1—2)\\z\

Ly

Exemple 3.1.2 Poson dans [’équation (3.1)

Ae ™ pour x <0
f@)=el : kz)= P - ceta>0
0 pour x > 0

i.e.l’équation est de la forme

o(z) = el — )\/OOO e"too(t)dt (3.5)

En appliquant la transformée de Fourier a (3.5)

tel que
2 A 1—A—1
— . — -1 — —

et donc k(€) # 1 pour A —1 non nul et non imaginaer pur . La transformée de Fourier (&)

F(f)

de la solution a pour expression (3.9) :
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3.1. Application de la transformation de Fourier

En appliquant la transformation de Fourier inverse & (%) :

1 +oo ei:r:&
=1 e

Cette intégrale se calcule aisément au moyen des résidus .l’on prendra toutefois soin de

distinguer les cas x > 0 et x < 0, de méme que Re(1 — A) > 0 et Re(1 — \) < 0.

On obtient en définitive

2 e >0

plr) = 22 (Re(1—X)>0
2 el=VT 2 <0
2 (e —e=M7) £ > 0
olr) = 7 / (Re(1—X) <0
0 <0

Exemple 3.1.3 Dans cet exemple , nous utilisons l’instruction suivante :

+o0
71%5
=g | e
soit ’équation suivant :
1 [T
[y pw) F(2) € LaJ0. +oc] (3:6)

de premiére vue on peut pas appliquer ,la transformées de Fourier o (3.6) nous utilisons le

changement de variables suivante.

p= ey = () = 0(0) , fe)er = glw)

(3.6) < % / +m2€f(f229 e*df = f(e*)
(3.6) < %/+Oo2€2z¢_( 6)29d9 - %
(3.6) « %/_+002€(w9)¢_(9€)(w9) 46 = g(w)
(3.6) & %/_ ) %M = g(w) (3.7)

L’equation de convolution (3.7) s’écrit :




3.1. Application de la transformation de Fourier

FExistence :

En appliquant la transformée de Fourier inverse a (3.7),on obtenir

WP G —g) = P
| Fg)
—-F (w) _1 1
T F <S]i(w))
F) = 1Y

F ( sh(w—6) )

Afin d’appliquer la technique de transformation de Fourier inverse ,nous avons besoin de

["intégrale :
. 1 +o00 zss 0
F sh(w — 9 \/27r/ h(w — 0)
/ G R s i(—men&w
r Sh(w —0) B 2
hZs
= m's WQE
Ch7

I’évaluation est faite en utilisant une intégration de residus . le % dans la fourchette ci-
dessus est la contribution den =0 . ot , a la suite de [’évaluation de la valeur principale,
seulement la moitié du résidu est prise maintenant (3.7) réduit o

1 ch7r£

B S (39

F ) =

En apppliquant la transformée de Fourier o (3.8),0n obtient

1 +00 +00 " ch%ﬁ
- _0 —1 5— X
vw) =t 5 [ atw—oy [ e E e (3.9)

Ou ¢ est une constant arbitraire , puisque

+00 c
/_ sh(w — 0) 40 =0

o0

La forme homogeéne de (3.6) a une solution non triviale qui sont des constantes, l'intégrale

de linne dans (3.9) puet étre évalueé par une intégration de résidu. alors :

oo 719€Ch 24 _ 9 72n0
/_ h”5 & = — m Ze

(e o]
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3.1. Application de la transformation de Fourier

et

vy == [ =0

On peut maintenant revenir aux variables d’origine peur obtenir :

c 1 [Caiyf),

=G m

3.1.2 Application sur I’équation singuliére de noyau k(z + t).

/ﬂme+ﬂ¢ﬁMt:f@) (3.10)

—00

Bien que (3.10) n’implique pas une intégrale de type convolution , nous pouvons applique

des transformées des Fourier. Alors :

+o0
/ k(z +t)e ™ dr = ™ F(k)

o0

(3.10) devient

@m)F(k)F o) = F(f)

1 F(f)
0= enFm
tell que F(k) # 0 )
_ F(f

En supposant que nos calculs formels peuvent effectués.

Exemple 3.1.4 soit [’equation integrale suivant :
+o00 9
/ eTlHtlp(t) = e (3.11)

tell que f(x) = e et k(z) = e 1l
En apppliquant la transformeé de Fourier a (3.11),0n obtient

et on a:

+oo
/ k(x4 t)e ™de = e F(k)

o0
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3.1. Application de la transformation de Fourier

Exemple 3.1.5 Les transformation de Fourier de f(x) et k(z) s’écrivent

_& 2
F(f) = Vre R = o
Alors
_ F(f)
32 1,5 0
o(s) = 565 — 55
52 3 2
= G- 59

3.1.3 Applicaction sur ’equation singuliére de noyau trigonométrique.

2 [t
= \/j/ o(t) sin xtdt
T Jo

est dite transformée de Fourier en sinus de ()

+0o0
\/> / ) cos ztdt

est dite transformée de Fourier en cos inus de ¢(z)

Remarque 3.1.1 On a la fonction

- et la fonction

Les formules des transformations réciproques sont respctivement

o(t) = \/;fo ¢ () sin xtdt (3.12)

QO(t) = \/gfo-‘roo ¢C<$) cosatdt [

Exemple 3.1.6 Resourdre l’equation intégrale
+7 2
/ o(t) sin xtdt = \/jem (x> 0) (3.13)
0 T

La fonction \/ge*x est évidement la transformation de Fourier en sinus de la fonction

Solution :

cherchée. Appliquons la formule (3.12) (formule d’inversion de la transfomation de Fourier
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Conclusion générale

en sinus ) il vient

2 [t ]2
pt) = ¢j/h/¢:f%meI
T Jo T
2 [t7
= —/ e T sin xtdx
T™Jo

La deniére intégrale se calcule en intégrant deux fois par parties

+m t
/ e Tsinxtdr =
0

Nous avons

14 ¢2

de sorte que
2t

71+ 2

p(t) =

Exemple 3.1.7 Résourdre l’équation intégrale

+o0 1
/ ©(t) cos xtdt = - (3.14)
0 0 x>0

Appliquons la formule (3.12) (formule d’inversion de la transfomation de Fourier en cosinus

o(t) = \/g/oﬂo o.(x) cos xtdt
2 oo
= — -z xtdx
\/;/o (1 —x)coszt

La deniére intégrale se calcule en intégrant deux fois par parties

) il vient

Nous avons
21 —cost

p(t) = T3
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Conclusion générale

Conclusion générale

La tansformation de Fourier est un outlis trés puissant dans ’analyse mathématique .

An term de ce mémoire nous pouvons résoudre certaines équations intégrales en partic-
ulerdes équations singuliéres en utilisant la transfomée du Fourier avec quelques techniques
de calculs

En fin ,c’est trés interéssant de developper cette technique ,afin de résoudre d’autre type

d’équationts.
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Annexe

Annexe

Dans cette annexe ,nous utilison un programme matlab pour calculer la transformée de

Fourier rapide .

Transformation de Fourier rapide sous Matlab
Définition et syntaxe de fft et ifft

Y=fft(X) et X=ifft(Y) calculent la transformation de Fourier discréte (TFD) et son in-
verse en utilisant un algorithme de transfomation de Fourier rapide(<FFT>>= Fast Fourier

Transform):

N
Y(k) = x(wg Y

Jj=1

: 1 (1) (k—
X() = 5 2 Y (k)W 006

N
N
k=1

27

avec Wy = e~
* si X est un vecteur ,fft(X) retourne la transformée de Fourier du vecteur.

* si X est une matrice ,fft(X) traite les colonnes de X comme vecteurs et retourne la

transformée de Fourier de chaque colonne.

* si X est un tableau multidimensionnel ,fft(X) triate les valeurs le long de la premiére
dimension dont la taille n’est pas égale & un comme vecteurs et retourne la trasformée

de Fourier de chaque vecteur.

Utilisation correct de la fonction fftshift

Définition et syntaxe Y=fftshift(X) décal le premier élément d’un vecteur vers son
centre en échangeant la premiére avec la deuxiéme moitié

Example
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Annexe

>> X=1:10;
>> Y=fitshift(X)
Y =
67891012345

la fonction inverse est ifftshift:

Example

>> Y=ifftshift(ftshift(X))
Y =
12345678910

Attenction : la double utilisation de la fonction fftshift produit des résultats erronés

quand la longueure du vecteur est impaire:

>> X=1:9;
>> Y= fitshift (fftshift(X))
Y =

234567891

Transformation de Fourier d’une fonction par MATLAB

pour calculer la transformation de fourier d’'une fonction f ,nous utilisons l'instraction

fourier(f)

t?2—zx

* calcule la transformation de Fourier de k(z) = e =" par défaut ,symavar détermine la

variable indépendante et ¢ est la variable de transformation ici symvar x.
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Annexe

>> syms t X
>> k=exp(-t"2-x"2)
Kk —
1/exp(t°2 4+ x72)
>> fourier(f)
ans =

pi~(1/2)/exp(t"2 + w~2/4)

* calcule la transformation de Fourier de f(z) = eIl

>> f=exp(-abs(x))
f =
1/exp(abs(x))
>> fourier(f)

2/(w°2+41)

* calcule la transformation de Fourier de g(t) = e’

>>symstw
>> g=(exp(t°2))
g =
exp(t°2)
>> fourier(f,t,w)
ans =

-(pi”(1/2)*w™i) /(2% exp(w™2/4))
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Résumé

La transformation de Fourier est un outil fondamental de I'analyse .Elle est utilisé dans domaines tres
divers: I'étude des équations aux dérivées partielles ,I'étude des équations intégrales ,I' analyse des
signaux etc...

Dans ce mémoire on va montrer I'utilité de la transformée de Fourier dans la résolution de équation
intégrales.

Mots clés
Transformation de Fourier, équation intégral, produit de convolution
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Abstract

Fourier transformation is a fundamental tool of analysis .it is used in very different fields :the study
of partial differential equation .The study of the equation integral. The analysis of the signals in this
thesis we will show the utility of the Fourier transform in solving some integral equations .

Key words

Fourier transformation,integral Equations ,convolution product.
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